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v Cosa succede in Bral nd Bound:

1. Parti da un problema di PLI (Programmazione Lineare Intera)

- Vuoi massimizzare o minimizzare, ma con variabili intere.

2. Lorilassi - cioé togli il vincolo di interezza e lo trasformi in un problema di PL classico (questo si chiama
proprio rilassamento lineare).

3. Risolvi il rilassamento lineare (es. con il simplesso):
- Se trovi una soluzione intera, hai finito ¥
- Se la soluzione ha valori non interi, devi ramificare (fare “bran

4. Branch: dividi il problema in due sotto-problemi, aggiungendo vincoli per forzare la variabile non intera a
diventare intera (es.z =25 =z <2ez > 3)

5. Ripeti: per ogni ramo, fai di nuovo il rilassamento lineare -> se trovi una soluzione intera, tienila; altrimenti,

branchi ancora.
6. Bound: se unra
- Ha una soluzione peggiore di quella che hai gia trovata intera

« O éirrealizzabile
allora lo scarti (cioé fai il “bound”).

v NARL PASSI 1L METODO

1. Sia Z = ¢''& 'ottimo corrente (ovvero I'approssimazione corrente di una soluzione
per (1). Il punto Z pud essere calcolato in qualsiasi modo, anche attraverso ispezione
visiva o tecniche euristiche) di (P), corrispondente al punto a coordinate intere
Z € IR™. Nel caso peggiore, ovvero se non si & in grado di stimarlo in nessun modo,
si pone Z = +00 e & si pone non noto.

2. Sia L la lista dei cosiddetti problemi aperti (P;), i > 0 (dei quali cio& & ancora ne-
cessario cercare un possibile bound per la soluzione). All’inizio della procedura £
contiene solo il problema iniziale (Fy), ovvero si pone

L ={(P)}
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. Si estrae dalla lista £ il problema (P;) (la scelta del problema (P;) da estrarre dalla
lista £, i.e. la regola di estrazione, & arbitraria) e se ne risolve il rilassamento (PL;)
con le seguenti regole: & ax

-

(a) se (PL;) ammette soluzione x; e risulta z > 2, allora si chiude (), ovvero
il sottoproblema (F;) non pud contenere alcuna soluzione a coordinate intere
migliore della soluzione corrente #, in quanto risulta comunque ¢’'#; > ¢’z; =
%> Z;

(b) se (PL;) ha un insieme ammissibile vuoto, allora si chiude (P;), in quanto il
sottoproblema (P;) ¢ anch’esso vuoto. Quindi (P;) non pud contenere alcuna
soluzione a coordinate intere migliore della soluzione corrente Z;

(c) se (PL;) ammette soluzione z; e risulta z; < Z, allora ci sono due possibili casi:

o se z; € Z" (ovvero se z; ha tutte componenti intere), allora si pone & = =;,
% = c’z; e si chiude il sottoproblema (P;) (in quanto z; & anch’esso
soluzione di (P;)), ovvero

L=L\{(P)}

o se z; & Z"™ (ovvero se z; NON ha tutte componenti intere), allora si par-
tiziona il problema (P;) nei due sottoproblemi (Pis1) e (Pi12), e si pone

L= LA{(P)}U{(Pisr)s (Piy2)}s

ovvero da L si toglie (P;) e si inseriscono (P,41) e (P;12). In particolare,
se la componente j-sima 1{ del vettore z; risulta NON intera®, i.e.

i =ag¢Z,

allora il problema (P;) viene ‘partizionato’ nei due sottoproblemi

)

*Qualora vi siano piit componenti del vettore z; non intere, se ne sceglie arbitrariamente una.
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essendo | la parte intera inferiore di ov. Ai problemi P;y; e Piys vengono
associati i problemi rilassati (PLiy1) e (PLiya), ottenuti ‘suddividendo’
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Figura 2: A partire dal poliedro Q; si generano i poliedri Qi+1 = QiN{z € R? : 2? < |a]}
eQiy2 = QiN{z € R*: 2% > |a] +1}, cosi che Sit1 C Qi1 e Sita € Qiya-



I[L BEB ¢ erobdleM| b Kunesacke  BiINaRw
oo 04

l_. chso PARMColARE Dl PLI —» S qui wriASSARE x: e[elﬂ —b 10550 WsolNERE WILASSAMENTS Cop SINPESSo — $& Sol. X 2, uso B £ B

Vogliamo risolvere il problema di PLI
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che rappresenta la massimizzazione dell’utilita di inserire oggetti di volume finito in uno TR0 TR

zaino (knapsack). In particolare si ha che
o 407

c;” rappresenta l'utilita di inserire 'oggetto j-simo nello zaino Ll RiLasoALE Guest® Ul = o0¢ Xy ¢ 4

e “a;” rappresenta il volume dell'oggetto j-simo

“h” rappresenta il volume dello zaino

“z; € {0,1}", con z; = 1 se oggetto j-simo viene inserito nello zaino, e z; = 0
altrimenti.

Si tratta di un problema di Programmazione Lineare Intera, in cui & presente un solo
vincolo, a parte i vincoli di interezza (binari), che pud essere risolto quindi con il metodo
del B&B. A tal fine, se si usa il B&B risulta piuttosto agevole la soluzione del rilassamento
lineare (K L) di (Kj), senza usare il Metodo del Simplesso. Infatti, si ha per (K L) ,
’espressione PlUoR
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Per ottenere una soluzione di quest’ultimo, valgono le seguenti osservazioni:

(i) se allora la variabile z; non contribuisce alla massimizzazione della funzione
obiettivo e bastera pertanto porre:

e z; =0 se a; >0 (non uso parte del volume dello zaino per contenere il j-simo
oggetto)

e z; = 1sea; <0 (uso parte del volume dello zaino per contenere il j-simo
0ggetto) —s AlWENTR VoW e,

0| allora la variabile z; non influenza il vincolo sul volume dello zaino,

pertanto bastera porre: - N
5 N0 @Lofh Sakes MM Nod SEQUE K NQUe (At o TASTDIS e C5 <0

e 2;=0se ¢; <0 (non decremento l'utilitd includendo I'oggetto j-simo)
e z; =1sec; > 0 (incremento l'utilitd includendo l'oggetto j-simo)

Lovon cudtn <R30 MA M SENE
(iii) se allora senza scapito di generalita si pud assumere che sia >0 ,C >0 M oEND FARE WULA

¢; >0, a;>0,
Alo , Clo =0 sorTSw Ky Wi A-lYy oy ys o)
in quanto altrimenti (ragionando come per (i) e (ii))
esecj<0ea; >0 = bastaporre z; =0 —onod niseNC B> OuRh SPATR
esec;>0ea; <0 = bastaporrez; =1 —» Ml seive (0EM & ML URN Vo
eseci<0ea; <0 = basta effettare il cambio di variabile 2; = 1 — y;, con
y; € {0,1},

ottenendo cosi un problema risultante con tutti coefficienti positivi.
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Ottenuto il nuovo problema di PLI, nel quale ¢ stato assegnato un valore a n —
m variabili (con m < n) applicando (i), (ii) e (iii), si ordinano (eventualmente
rinominandole) le restanti m variabili, non assegnate ai punti (i), (ii) e (iii), in base
al rapporto cj/aJ non crescente, i.e.

1 C2 Cm
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Si determina ora l'indice h, con 1 < h < m, tale che (si ricordi che dopo aver
applicato (i)-(iii), si avra al punto (iv) che a; >0, j >1) .
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max 4x1 + 2x2 + 3z3 — 5z4 — 5 + 76

31 — 3z + a3+ aa—a5 < 2 (Ko)
z € {0,1)%,
il cui rilassamento (K Lo) risulta essere
max 4z + 2z + 3x3 — 54 — T5 + Tg
3z -3z +z3+24—25 < (KLo)

2
0<z;<1, j=1,..6

Usando i risultati in (i), (ii) e (iii) possiamo assegnare facilmente il valore di alcune varia-
bili (i.e. 23 = 1, 2} = 0, x§ = 1), ottenendo in particolare il problema equivalente

max 4z +2-1+323-5-0— (1 —y5)+1
321 -3 -1+z3+1-0—(1—y;) < 0.5
0<=z,23,y5 <1,

ovvero
max 4z; + 3z3 + ys + 2

3r1+a3+ys < 45
0<=z,23,y5 <1.

Si provvede ora, in base a (iv), ad ordinare in modo non crescente i rapporti dei coefficienti
delle restanti 3 variabili (z1, z3 e ys), i.e.

e di conseguenza si passa a risolvere (riordinando le variabili) il problema

max 3z3 +4z, +ys; +2
z3+3z +ys < 4.5,
0<=,23,y5 < 1.

In base a (iv), essendo h = 2, risulta per la soluzione

zy=1
i =1

45—-(1+3
ygzi( + ):OAS

1

e pertanto la soluzione finale del rilassamento (K Lg) & data da

3 =0;
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